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1 Bevezetés — Ki volt Laplace?

A francia Newton” Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) a francia felvilagosodés egyik
legjelentésebb matematikusa és fizikusa volt. Normandiai parasztcsaladboél szarmazott,

de tehetsége gyorsan a Parizsi Tudoményos Akadémidig vitte. Munkassiga ativeli a
valdszintiségszamitéast, az égi mechanikai, a potencidlelméletet és a matematikai fizikat.

Pierre-Simon de Laplace nem egyetlen ,heuréka-pillanat” alatt kialtott fel, hanem a 18. szdzad
végén a matematikai fizika és a csillagészat problémainak megoldésa kdzben jutott el a rola el-
nevezett egyenlethez. A felfedezés tutja leginkabb a gravitacié és a bolygémozgasok tanul-
manyozasan keresztil vezetett.

2 A gravitacid és a potenciil elmélete

A 1700-as évek végén a fizikusokat az foglalkoztatta, hogyan lehet kiszamitani egy kiterjedt
test (példaul a Fold vagy a Nap) gravitacios vonzasat egy kiilsé pontban. Newton torvényei
alapjan ez bonyolult integralast igényelt minden egyes pontra.

2.1 A skalarfiiggvény bevezetése

Laplace rajott, hogy ahelyett, hogy a graviticids er6t — ami egy irAnyitott vektormennység
— kozvetleniil szamolna ki, érdemesebb egy skalarfiiggvénnyel dolgozni, amit ma gravitdcids
potencidlnak neveziink.
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Gravitaciés potencial

Egy M tomegt pontszerd test gravitacios potencialja az r helyen:

GM
|r — o]

V(r) =

ahol G a graviticiés allando, rg a témeg helye. Az erg a potencidl gradiense:

F=-mVV

& J

Ez a lépés kulcsfontossagu volt: ahelyett, hogy harom kiilén erékomponenst (F, Fy, F%)
kellene integralni, egyetlen skalar fiiggvennyel (V') mindent le lehet irni, és az er6 egyszerd de-
rivalassal kaphato.

V(r)

V = const.

Y
8

Figure 1: A gravitaciés potencial ekviopotencialis vonalai (V' = const.) és a gradiens iranyai
(VV, z6ld nyilak).

2.2 Az ellentmondasmentesség keresése

Laplace azt vizsgélta, hogyan viselkedik ez a potencialfiiggvény (V') az iires térben, ahol nincs
jelen tomeg. 1782 koriil — majd részletesebben az 1785-6s munkiiban — levezette, hogy ha egy
pont a vonzé tomegeken kiviil helyezkedik el, akkor a potencialfiiggvény parcialis derivaltjainak
Osszege nullat ad.

3 A Laplace-egyenlet

9%V 0%V 92V
2
VYV = x2+y2+z2_0 (1)

ahol V2 a Laplace-operator (mas néven ,nabla-négyzet” vagy ,delta”).
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A Laplace-operator mas koordinata-rendszerekben

Gombkoordinatakban (7,6, ¢):

Y AU YN AW T
ViV = " or + r2sin 6 00 sin 0 00 * r2 sin%6 Op?

Hengerkoordinatakban (p, ¢, 2):

v2v—13( av> 1°V PV

2o\’ ) T 7o T 522

- J

3.1 Fizikai jelentés: ,,A természet kivasalja a hiilonbségeket”

A Laplace-egyenlet azt mondja ki, hogy a tOmegmentes térben a potencidl minden pontban a
kornyezete atlaga. Nincs ,csiics” és nincs ,v6lgy” — a fiiggvény simul a peremfeltételekhez.

Tétel 3.1 (Atlagérték-tétel). Ha V' harmonikus fiiggvény (azaz V2V = 0), akkor V értéke
barmely pontban megegyezik a koré irt gomb feliiletén vett atlagértékkel:

1
V(ro) = s j{”O:R V(r)dS

V(o) = 5[V(zo—€) + V(zo+e)]

>

2¢

Figure 2: Az atlagérték-tulajdonsiag 1D-ben: minden pont értéke a szomszédainak atlaga.

4 Miért volt forradalmi?

Laplace felfedezése azért volt zsenialis, mert egyetlen elegins egyenlettel irta le a mez6
szerkezetét.

4.1 Univerzalitas

Hamar kideriilt, hogy az egyenlet nemcsak a gravitaciora igaz. Ugyanezek az Osszefliggések irjék
le:
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Statikus elektromossag — az elektromos potencial toltésmentes térben

Magnesesség — a magneses skalarpotencial &rammentes tartoményban

Hoévezetés — az allandosult hdmérsékleti mezs (forras nélkiil)

Folyadekaramlas — a sturléddsmentes, 6rvénymentes aramlas sebesség-potencialja

Gravitacioé — az eredeti alkalmazas (bolygoémozgas)

Gravitacio Elektro- Magneses Hévezetés
V=-GM/r sztatika mez6k T'(r)

Y
Folyadek- Hullam- Kvantum-
aramléas egyenlet mechanika

Figure 3: A Laplace-egyenlet univerzalis jellege: egyetlen matematikai struktura, szdmtalan
fizikai alkalmazas.

4.2 Harmonikus fiiggvények

Definicié 4.1 (Harmonikus fiiggvény). Azokat a kétszer folytonosan differencialhato V: Q — R
fiiggvényeket, amelyekre V2V = 0 teljesiil az Q tartomanyon, harmonikus fiiggvényeknek
nevezziik.

Laplace megmutatta, hogy ezek a természet , legsimabb”, legegyenletesebb eloszlasait képvise-
lik. Néhany fontos tulajdonsag:

1. Maximum-elv: Harmonikus fiiggvény a tartomany belsejében nem veszi fel szélsGértékét
— a maximum és minimum a peremre esik.

2. Analitikus: Harmonikus fiiggvények végteleniil sokszor differencialhaték és Taylor-sorba
fejthetsk.

3. Egyedi: Ha a peremfeltételeket rogzitjiik (Dirichlet-feladat), a megoldas egyértelmii.

4. Atlagérték: Minden pont a gombfeliileti szomszédainak atlaga (— nincs lokélis extrémum).

5 A Poisson-egyenlet: altalanositas

Ha a térben tomeg is jelen van (siirtsége p), a Laplace-egyenlet altalanositasat kapjuk:
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V2V = —47G p(r) (2)

ahol p(r) a tomegsiirtiség. Ha p = 0 (tdmegmentes tér), visszakapjuk a Laplace-egyenletet.

Az elektrosztatikiban a megfelel§ alak:

v2p = P
€0

ahol p. a toltésstirtiség és €9 a vakuumpermittivitas.

6 Kapcsolédas a Fourier- és Laplace-transzforméaciéhoz

A Laplace-egyenlet (V2V = 0) és a Laplace-transzformdcio (L{f(t)} = F(s)) kdzvetleniil dssze-
fliggenek:

A Laplace-transzformacio eredete

Laplace a potencidlegyenlet megoldasakor fejlesztette ki az integral-transzformaciés médsz-
ert. Az otlet: egy parcidlis differencidlegyenletet algebrai egyenletté alakitani a frekven-
ciatartomanyban.

C{f(0)} = /0 " f(t) et dt = F(s)

Ez a médszer késébb a jelfeldolgozas és a szabalyozastechnika alapjava valt.

Laplace-egyenlet | "PF 111(‘%01‘—1'515\( Laplace-transzform. |
. wv=0 | F(s) = [ fe~*tdt
A h g
atviteli fv. s = jw
) ( . ‘( )
Jelfeldolgozas B Fourier-transzform.
H(s),H(z) | FFT, suirck | Fw) = [ fe?*"dt |

Figure 4: A Laplace-egyenlet, a Laplace-transzformécié, a Fourier-analizis és a jelfeldolgozas
koros kapcsolata.

7 A Nebularis hipotézis
A

A Naprendszer sziiletése Laplace nem csak az absztrakt matek embere volt. Mikozben
ezeket az egyenleteket csiszolta, § dolgozta ki a Naprendszer kialakulasanak elméletét
is — a nebuldris hipotézist: a bolygok egy forgd gazfelhébsl alltak Gssze.

Az egyenletei segitettek neki bebizonyitani, hogy a Naprendszer stabil marad, és nem fog
yszéthullani” a bolygdk egyméasra gyakorolt zavard hatésai miatt. Ez volt a hires Mécanique
Céleste (Egi mechanika) cimti 6tkétetes miivének 6 eredménye — a korszak ,fizikai Bibliaja”.
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Nebularis hipotézis: forgo gazfelh6 — bolygok

8 Példak és feladatok

Példa 8.1 (Ellendrizziik, hogy V = 1/r harmonikus). Legyen V(z,y,2) = ——2——— = 1, ahol
r # 0. Szamitsuk ki V2V-t:

ov x V.1 3a?

or 3’ or2 3 rd

0*V 3 3(2?+y?+2?) 3 32
2y, — _ _
ViV = o2 = 3T " =—5+5=[0] v

i:m7y7z
Tehat 1/r valoban harmonikus fiiggvény az origon kiviil.

Példa 8.2 (2D Laplace-egyenlet: hémérséklet-eloszlas). Egy négyzetes lemez peremén ismert a
hoémeérséklet. Az allandosult allapot:

PT 0T

Ox? + Oy? 0

Megoldas szeparacioval: T'(xz,y) = X(x) - Y(y), ami Fourier-sorok szuperpoziciojara vezet —
kozvetlen kapcsolat a jelfeldolgozassal!

9 Osszefoglalas
-

1687 Newton: Principia Mathematica (gravitacios torvény)
1782 Laplace: els6 forma a potencidlegyenletrsl
1785 Laplace: V2V = 0 teljes kidolgozasa
1799-1825 Mécanique Céleste ot kotete
1807 Fourier: hévezetési egyenlet és Fourier-sor
1812 Laplace: Théorie analytique des probabilités
1813 Poisson: V2V = —47nG)p 4ltalanositas
1822 Fourier: Théorie analytique de la chaleur

Osszefoglal6 idévonal

A Laplace-egyenlet a fizika és a mérnoki tudomanyok egyik legfontosabb egyenlete. Egyetlen
elegans formula, ami 0sszekoti a gravitaciot, az elektromossagot, a hétant, a folyadekmechanikat
— és a jelfeldolgozas Laplace-transzforméciojanak gyokereit is.
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LA természet legnagyodb kényve matematikai nyelven irédott.”
— Galileo Galilei (de Laplace bizonyitotta be)

(c) Aradi Attila 2026 - Jelek és Rendszerek tananyag
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