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1 Taylor-sor — A fiiggvények “DINS-¢e”

1.1 Motivacié: miért j6 a hatvanysor?

A mérnoki gyakorlatban gyakran talalkozunk bonyolult fiiggvényekkel (sin, cos, e®, In stb.), ame-
lyeket kozvetleniil nem tudunk kiszamitani. A Taylor-sor gondolata: minden “jél viselked§”
fiiggvény leirhato polinomok végtelen Gsszegeként, és a polinomokat konnyd kiszamolni
(csak Osszeadds, szorzés, hatvanyozas kell).

1.2 A Taylor-sor definiciéja

Ha f(z) végtelenszer differencidlhaté az a pont kornyezetében, akkor:

f”(a) (:L’ o CL)2 4 f”/(a)

2l g (@ —a)

(1)

> £ (g
1) =39 oy = @)+ @)@ —a) +
n=0

n.
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Specialis eset: Maclaurin-sor (a

Ha a = 0-ban fejtjiik sorba, Maclaurin-sorrél beszéliink:

> (n) "
f@) = = )4 p 0w+ T2

n=0

1.3 Geometriai jelentés: egyre jobb kozelités

Minden egyes tag hozzdadasa “javitja” a kozelitést:

e*/? (eredeti)

Figure 1: Az e*/? fiiggvény Taylor-kézelitése a = 0 koriil, n = 0, 1,2, 3 taggal.

1.4 A legfontosabb Maclaurin-sorok

Exponencialis:
C9 72 3 rd
e’ = Z —=1+z —|— + o) + — —|— (konvergencia: Vz € R) (2)
n=0 n
Szinusz:
(D)™ anpa ad @b o7
sin(z) = ), Gy R ®3)
Koszinusz: -
(_1)n o 332 l‘4 $6
1——4+——-—= 4
cos(z) n;) o)l * o T e T )
Geometriai sor:
1 o0
- = Z =14+t +a34 ... (konvergencia: |z| < 1) (5)
-T n=0
Természetes logaritmus:
o0
_1)ntl 22 g3 gt
ln(l—l-x)zz%x":x—?—i-g—z—i-“- (lz] <1, z# —1)  (6)
n=1
(& J
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Nem minden z-re konvergal a sor! A konvergenciasugar (R) megadja, mekkora tar-
tomanyban érvényes a kifejtés. Péeldaul: e*: R = oo; sinz, cosz: R=o00; 1/(1—2): R=1;
In(l+z): R=1.

1.5 Miért fontos a mérnoknek?

1. Linearizalas: Nemlinearis rendszereknl az els6 két tag (f(a)+ f/(a)(z —a)) adja a linearis
kozelitést a munkpont koriil.

2. Numerikus szamitas: A processzorok igy szamoljak ki a sin, cos, e* fiiggvényeket (CORDIC
vagy polinom-kozelités).

3. Ez vezet az Euler-formuldhoz — lasd a kivetkezd fejezetet!

Ha z kicsi (radianban), a Taylor-sorbol sin(z) ~ z — 23/6, és x < 1 esetén mar sin(z) ~ z
is jo kozelités. Peldaul: sin(0.1) = 0.09983. .. ~ 0.1 (hiba < 0.2%).

A mérndki alkalmazasokban ezt a “kis szdg kozelitést” gyakran hasznaljuk szabalyozastech-
nikdban, inga-feladatokban és optikidban.
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2 Az Euler-formula — A matematika “legszebb” egyenlete

2.1 A formula levezetése Taylor-sorbdl

Most jon a varazslat! Helyettesitsiink x = j6-t (j = v/—1) az exponencialis sorba:
|
Levezetés Taylor-sorbél Kiindulas az (2) sorbol, x — j6 helyettesitéssel:

(j;ﬁ N (j39!>3 N (jf!f N (J';P L

202 :3n3 4 n4 505
B o Joes it joe
=l+j0+ S+ttt

e/’ =1+ (j6) +

Hasznaljuk, hogy 72 = —1, j3=—j, j*=+41, 5=+44, ...

6> o 63 6°
:1__+__...+j(0__+__...)

21 4l 3! 5l
cos 6 sin 6
Es igy kapjuk:
e’? = cos0 + jsin6 (7)
) J
Alap: /% = cosf + jsind
Konjugalt: e 7% = cosf — jsinf
el? + =90
Koszinusz: cosf = —
el? — =39

Szinusz: sinf = -
2j

Euler-identitas (0 = ):

Ez az egyenlet 6t alapvetd konstanst kot éssze: e, j, m, 1, 0.
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2.2 Geometriai jelentés: forgas a komplex sikon

Im
/2
-~ el?
jsinf4------
1
1
1
1
0
1
. Re
T =1 cost [ef®=1
eI37/2 ——j

Az 7% vektor az
egységkoron sétal

Figure 2: Az Euler-formula geometriai értelmezése: e/ egy egységvektor, amelynek valos vetiilete
cos 0, képzetes vetiilete sin 6.

Miért pont e? Az el? azért pont az e szamot hasznalja, mert az exponencialis fiiggvény sajat

derivaltja: (e”)’ = e®. Ez teszi lehet6vé, hogy a differencidlegyenletek megoldasaiban az
est “sajatfiiggvény” legyen — ami a Laplace-transzformacio alapja.

2.3 Az /*! id6fiiggs forgas

Ha az €79 képletben 0 = wt-t irunk (ahol w a kérfrekvencia, ¢ az idd):

e/t = cos(wt) + j sin(wt) (8)

Ez egy egységnyi sugart koron w szdgsebességgel forgd vektor. Egyetlen porgés ideje: T =
27 jw.

vetiilet
* Re >

wt

Komplex sik IdGtartomény
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Figure 3: A forgd vektor valos vetiilete a koszinusz, képzetes vetiilete a szinusz.

2.4 Fontos azonossagok

Az Euler-formula alkalmazasai

Trigonometrikus azonossagok kénnyen levezethetdk:

cos?0 4 sin? 0 = |/ = 1

v

cos(a + B) = Re{e’® - ¢/} = cosacos f — sinasin 8

Polarforma: z = re/? = r(cosf + jsin6), ahol r = |z, § = arg(2).
Szorzas: 2 - 29 = rire el (01102) (sugarat szorozzuk, szogeket Osszeadjuk).
Hatvanyozas (de Moivre): (¢/9)" = /™ azaz (cos@ + jsin )™ = cos(nf) + j sin(nf).
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3 A Laplace-transzformaci6é — Id6bdl a frekvencidba

3.1 Motivacidé: miért kell?

A mérndki gyakorlatban differencialegyenletekkel irjuk le a rendszereket (RC kor, rug6-tomeg,
szabélyozok stb.). A Laplace-transzformacio algebrava alakitja ezeket:

Differencial- 1 r [ Algebrai
egyenlet > egyenlet
ay"—l—by’—l—cy:x(t)J L(a52+bs+c)Y:X

nehéz |
(konvol.) megold
Y Y
Megoldas 1 ( Megoldas
idétartomanyban |« s-tartoméanyban
) =@ xh®) | L |¥(s)=X(s) H)

Figure 4: A Laplace-transzformacio “keriilutja™ a nehéz konvoluciéd helyett algebrai miiveleteket
végziink.

3.2 Definicid

Egyoldali (kauzalis jelek):

F(s) = L{f(t)} = /0 " pt) et dt (9)

ahol s = 0 + jw komplex valtozo.
Kétoldali:

F(s) = /_ ) et dt (10)

Az e~ 5t = 79t . 7w kgt részbol 4ll:

Vs
(&

e ¢ /¥ a Fourier-mag — frekvenciara bontja a jelet (1asd Euler!)

—ot.

e ¢ 7" a csillapitd tényez6 — biztositja, hogy az integral konvergaljon

Ha o = 0, akkor s = jw és visszakapjuk a Fourier-transzformaciot!

-
(.
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3.3 Az s-sik és a konvergenciatartomany (ROC)

Jjw = TIm(s)
bal felstk ——> 1 jobb fEsROC+Re® > —a
1
>i< —a +[jwo
Z :
=] ;
g |
8 :
- 1
= . > 0 = Re(s)
- 1
= I
m 1
~ 1
£ i
L2 1
>:< —a — jwo
1
| s = jw (Fourier!)

Figure 5: Az s-sik: a bal félsik a stabil tartomény, a jw tengely a Fourier-tartoméany, a polusok
(x) hatarozzdk meg a rendszer viselkedését.

3.4 Kapcsolat a Taylor-sorral és Eulerrel

A harom pillér 6sszekapcsolasa

A Laplace-transzformacié mag-fiiggvénye:

—st _ e—(cf—l—jw)t — et . e Jwt
~—~ N~

csillapitas forgas (Euler!)

e

A forgas-rész az Euler-formulabol:
e % = cos(wt) — j sin(wt)

Es az e~ Taylor-sora:

(o) _ (at)®

—ot __ o
e =1—ot+ o1 3l

Tehat: Taylor — Euler — Laplace: a harom pillér egyetlen lancolatot alkot!

8/12



TAYLOR-SOR - EULER-FORMULA - LAPLACE-TRANSZFORMACIO Jelek és Rendszerek

3.5 A legfontosabb Laplace-parok

f@), t>0 F(s) ROC

o(t) 1 egesz s-sik
u(t) (egységugras) % Re(s) >0
tu(t) (rampa) é Re(s) >0
7 (t) qf}il Re(s) > 0

1
e~ %u(t) ia Re(s) > —a
te %u(t) G -|—1a)2 Re(s) > —a
cos(wot) u(t) m Re(s) > 0
sin(wot) u(t) 52‘1—0%2] Re(s) > 0
e~ % cos(wot) u(t) (s-i—sc;)L—;:—wg Re(s) > —a
e~ % sin(wot) u(t) Qs—i—;;—g+u)(2) Re(s) > —a
L y

3.6 A legfontosabb Laplace-tételek

IdStartomany s-tartomany

Linearitas: af + g aF(s)+ BG(s)

Derivélas: f(t) sF(s)— f(07)

Masodik derivalt: f”(t) s2F(s) — sf(07) — £/(07)
F(s)

Integralés: fot f(r)dr

Kesleltetés: f(t —to)u(t —tg) | e 50 F(s)

Frekvenciatolas: e~ f(t) F(s+a)

Konvoluacio: f(t) * g(t) F(s)-G(s)

Veégérték-tétel: limy o f(¢) lim,_,0 sF(s)

Kezdetiérték: f(0) limg 00 SF(s)
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4 A harom pillér Osszefonédasa

4.1 A nagy kép

Taylor-sor Euler Laplace
f(z) = Z%@_a)n e% = cosf + jsin@ F(s)= [ f(t)e stdt
Hatvdnysorba fejtés Komplex exponencidlis Idé— frekvencia
e A
\\_ B oc=20 z = GSTS
\\ A Y
Jelfeldolgozas Fourier-transzformacié z-transzformacié
Sziirék, FFT, modulaci6 s = jw: F(jw) = [ f(t)e 9*'dt z=eTs: X(2) =Y z[k]z7F

Figure 6: A Taylor-sor, az Euler-formula és a Laplace-transzforméci6 dsszefiiggései és tovabbi
alkalmazasai.

4.2 Lépésrdl 1épésre

1. Taylor megadja a nyelvet: A fliggvények hatvinysorral irhatdk le. Az e*, sinz, cosz
sorai végteleniil konvergalnak.

2. Euler 06sszekoti a valésat a komplex-szal: A Taylor-sor x = j0 behelyettesitésével
el% = cosf + jsin# — a komplex exponencialis forgas a komplex sikon.

st t

3. Laplace alkalmazza a mérndki problémakra: Az e~%' = e 7%e=7“! mag felhasznalja az
Euler-forgast (e=7“!) és hozzaad egy csillapité tényezét (e~°%), igy a differencialegyenletek

algebrava valnak.

4. Fourier a specidlis eset: Ha o0 = 0 (nincs csillapités), a Laplace-bol a Fourier-transzformaciot
kapjuk: F(jw) = [ f(t)e 7*!dt.

sTs

5. z-transzformacio a digitalis parja: z = e leképezéssel a folytonos Laplace-tér a dis-

zkrét z-sikra keril.

5 Reészletes példak

Kifejtjiik az e *!-t Taylor-sorba (s koriil):
00 0 e—(s—i—a)t o0 1
Lleu®) = [ eotedr= [T entrona - -
0 0 —(S I (1) 0 s+a
Feltétel: Re(s + a) > 0, azaz Re(s) > —a (ez a ROC).
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Euler alapjn: cos(wot) = & (e7*0! + e=J«0t). Ezért:

£{cos(wot) u(t)} = %E{ejwotu(t)} + %E{e‘jwotu(t)}

11 11
_§'s—jw0 Q.s—i-jwo

_ 1 (st+jwo)+(s—jwo) = s
2 (s—jwo)(s+jwo)  s2+wd

|\

.

Egy RC alulatereszt6 sztirg differencidlegyenlete:

RC Z—Zt’ +y(t) = o(t)

Laplace-transzformaci6 (nulla kezdeti feltételekkel):
RC-sY(s)+Y(s)=X(s) = Y(s)(RCs+1)=X(s)
Az &tviteli fliggvény:

H()_Y(s)_ 1 _ 1/RC wc
° ~ X(s) RCs+1 s+1/RC  s+w,

ahol w. = 1/(RC) a vagasi frekvencia. Ez a klasszikus elsérendii LP sz{iré!

A polus helye: s = —1/RC = —w, (bal félsik — stabil).

.

|\

A csillapitott harmonikus oszcillator: my + cy + ky = x(t). Laplace-ban:

1/m

(ms®> +cs + k)Y (s) = X(s) = f“@:52+xmﬁ+w2

ahol w, = \/k/m a természetes frekvencia, ¢ = ¢/(2v'mk) a csillapitasi tényezé.
Polusok: s; 9 = —Cwp £ wpy/(2—1

e ( > 1: két valos polus (tulcsillapitott)

e ( = 1: kett6s valos polus (kritikus csillapités)

e 0 < ¢ < 1: komplex konjugalt poluspéar (alulcsillapitott, rezgd)

e ( = 0: tisztan képzetes polusok (csillapitatlan rezgés)
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6 Osszefoglalas

Taylor-sor Euler-formula Laplace-trafo
Lényeg Fiiggvény — poli- | Exponenciélis — | DiffEgy — algebra

nom trig.
Képlet > %(m —a)" e =cosO+ jsing | F(s)= [ fe stdt
Mit csinal? Kozelit, fejt Forgést ir le Idébsl  frekvencidba

Visz
Mérnoki Linearizalas, num. | I/Q jelek, modulacio | Atviteli fv., stabilit4s
haszn. szam.
Specialis eset | Maclaurin (a = 0) Euler-id. (e/™ + 1 = | Fourier (o = 0)
0)

Kapcsolodas — Euler levezetése — Laplace mag-fv. — z-trafo (z = e7)

A jelfeldolgozés “aranyharomszoge” A Taylor-sor, az FEuler-formula és a Laplace-
transzforméaci6 egyiitt alkotjak azt a matematikai fundamentumot, amelyre az egész modern
jelfeldolgozas épiil.

e A Taylor-sor biztositja, hogy a bonyolult fiiggvényeket egyszerd tagokra bonthassuk.

e Az Euler-formula 0&sszekoti az exponenciélis és a trigonometrikus fiiggvényeket,
megteremtve a komplex jelreprezenticiét.

e A Laplace-transzformacio6 (és Fourier-valtozata) alkalmazza mindezt a val6s mérnoki
problémakra: sziirék, szabalyozas, stabilitasvizsgalat.

Aki érti ezt a hdromszdget, az érti a jelfeldolgozds nyevét.

(c) Aradi Attila 2026 - Jelek és Rendszerek tananyag
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